INSTITUTO DE MATEMATICA DA UFBA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
MAT B33 — Limites e Derivadas - Prof? Graca Luzia Domiguez Santos

ESTUDO DA VARIACAO DAS FUNCOES

Maximos e Minimos Locais
Definicdo: Dada uma funcéo f, seja c € D(f)

i) f possui um maximo local em c se existe um intervalo aberto | contendo c, tal que f(c) > f(x) para
todo x em | n D(¥).
ii) f possui um minimo local em c se existe um intervalo aberto | contendo c, tal que f(c) < f(x) para

todo x em | N D(¥).

iii) Se f possui um maximo ou minimo local em c, dizemos que f possui um extremo local em c.
Usa-se o termo local porque fixamos a nossa atencdo em um intervalo aberto suficientemente

pequeno contendo c tal que f tome seu maior (ou menor) valor em c. Fora deste intervalo aberto, f

pode assunir valores maiores (ou menores).
As vezes usa-se o termo relativo em vez de local.
Exemplos:1) f(x) = x* - 3x* + 5

"

i loci{l

/

1 minimo local
H
t t t

Figura 1
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2)

maximo local

- minimo local -

minimo local

Figura 2

Condicao necessaria para extremos locais (Teorema de Fermat)
Seja f uma funcao definida em um intervalo ]a,b[ e ce ]Ja,b[ . Se f tem um extremo

local em c e existe ' (c) entdo f (c) = 0.

D] Supondo que f tem um maximo local em c, entdo existe um intervalo aberto I, ¢ € I;
fc) > f(X), V xe Il n]Jab] = f(X)-f(c) <0,V xe |l n ]Jab[.
Por hipotese, existe f'(c), logo

t1c) = lim =@ _ iy TOO=1©) _ ) T09=T(0)

x—>C  X—C wset  X—C xe~  X—C

Dai,

x>t = x>cmx—c>0m N0 o f'(c)<0 (1)
X—C

X>C = x<comx—c<0m KHTO 5 f'(c)=0 (I
X—C

De (1) e (I) seque que f'(c)=0

Se f tem um minimo local em ¢ a demonstragdo é analoga.
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Observacoes:

1) Se f tem um extremo local em c e existe f'(c) entdo, pelo teorema de Fermat, o gréafico de f tem
uma tangente horizontal em (c,f(c)).

2) Se f'(c) =0 entdo f pode ter ou ndo um extremo local em c.

Considere f(x) = x3, f(x) = 3x* logo, f'(0) = 0. Mas, f ndo tem um extremo local em x = 0 (ver figura
3).

Figura 3

3) Se ndo existe f'(c) entdo f pode ter ou ndo um extremo local em x = c.

Exemplol: f(x) = |x| . N&o existe f(0) e f tem um minimo em x = 0 (ver figura 4)

2X, <1 .. s . . .
Exemplo 2: f(x) = X . Ndo existe f'(1) e f ndo possui extremo em x = 1(ver figura 5)
4x-2, x>1
1 | | | I | | | | >
Figura 4 Figura 5
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Defini¢ao: Dada uma funcédo f definida em um intervalo [a,b] e seja ¢ € ]a,b[, dizemos que ¢ é um
numero critico ou ponto critico para f quando f'(c) =0 ou f'(c) ndo existe.

Os pontos criticos sdo “candidatos” a pontos nos quais f tem extremo local; entretanto, cada

ponto critico deve ser testado para verificar se € ou ndo extremo local de f.

Maximos e Minimos Absolutos

Definicdo: Dado ¢ e D(f), dizemos que f possui:

i) maximo absoluto ou global em c se e somente se f(c) > f(x) para todo x € D(f),
ii) minimo absoluto ou global em c se e somente se f(c) < f(x) para todo x e D(f).

-
¥

Exemplol: /\

Considere f(x) =1 - x* emR.

"

i) f(0) = 1 > f(x) para todo x em R, f possui
maximo absoluto em x = 0.

ii) f ndo possui minimo absoluto em R

Figura 6

Exemplo2

Considere f(x) = 1 — x* no intervalo [-1,1]
1) f(0) = 1 > f(x) para todo x em [-1,1], f possui

méaximo absoluto em x = 0.

il) f possui minimo absolutoem x =-1 e x =1

Figura 7
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O resultado a seguir garante a existéncia de extremos absolutos para fun¢des continuas definidas em

um intervalo fechado.

Teorema de Weierstrass ou Teorema do Valor Extremo
Se f € uma funcdo continua em um intervalo [a,b], entdo f assume o seu valor maximo (e
também o seu valor minimo) em algum ponto de [a,b]. Isto €, existem nUmeros reais X1 € X, em

[a,b] tal que para todo x em [a,b] temos: f(x;) < f(x) < f(x2).

Para determinar extremos absolutos de uma funcéo continua em intervalo fechado [a,b], devemos
seguir o seguinte roteiro:

1) Ache todos os pontos criticos ¢ para fungdo f no intervalo aberto ]a,bl.

2) Calcule f(c) para cada ponto critico ¢ obtido no item 1).

3) Calcule f(a) e f(b)

4) O maior dos valores dos itens 2) e 3) é o valor maximo absoluto, e 0 menor dos valores dos

itens 2) e 3) é o valor minimo absoluto.

Exemplo 1: Dada a funcéo f(x) = x> + x* — x + 1, encontre os extremos absolutos de f em [-2, %].

Solugéo:
Seguindo roteiro dado

1)  f'(x)=3x*+2x -1, f'(x) existe para todos 0s nlimeros reais, assim 0s pontos criticos de serdo

. . o 1
os valores de x para os quais f '(x) = 0. Devemos considerar 0s pontos criticos em ]-2, 5 [. Tomando

f'(x) =0 temos: 3x*+2x-1=0= (3x-1) (x +1) =0 = x:% ou x:-le]-z,é[.

_ 1)_22
2) f(-1) = 2 ef@_27
. n_r
3) f(-2) = -1 ef(zj :

- 1. -~
4) O valor méximo absoluto de fem [-2, E] é 2, que ocorre em —1, e 0 valor minimo absoluto de f em

[-2, %] é -1, que ocorre no extremo esquerdo —2. A figura 8 mostra um esboco do gréfico desta fungéo.
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Figura 8

Seja f definida em [a, b] e ce ]a,b[, podemos observar nos exemplos anteriores que se f tem um
extremo local em ¢ entdo, em uma vizinhanca de ¢, ou f é crescente para X < ¢ e decrescente para X > ¢
ou f decrescente para x < c e crescente para x > c. Portanto, para verificar se f tem um extremo local
em ¢ devemos estudar o crescimento e decrescimento de f em uma vizinhanca de c.

Demonstraremos a seguir dois teoremas que servirdo de base para relacionar o sinal da derivada

com o crescimento e decrescimento de fungdes.

Teorema Rolle
Se f é uma funcdo continua em [a,b], derivavel em ]a,b[ e f(a) = f(b) entdo existe ce ]Ja,b[

tal que f'(c) = 0.

D] Se f é a funcédo constante em[a,b], entdo f"(x) = 0 em ]a,b[; logo existe ¢ € Ja,b[ tal que f'(c) =0.
Supondo que f ndo é a funcdo constante em [a,b]. Como f é continua em [a,b], pelo Teorema do Valor
Extremo existem x; e X, € [a,b] tal que f(x;1) < f(x) < f(x,) para todo x em [a,b].

Como f ndo é constante em [a,b] temos que f(x;) # f(x2); segue entdo que X; ou X, € ]a,b[
(lembre-se que f(a) = f(b)). Logo, pelo Teorema de Fermat temos que f (x1) =0 ou f'(x,) = 0. Portanto,
existe ce]a,b[ tal que f'(c) = 0.

Obs: Interpretacdo geométrica

Se f é uma funcéo continua em [a,b], derivavel em ]a,b[ e f(a) = f(b) entdo, de acordo como Teorema
de Rolle, existe ce ]Ja,b[ tal que a reta tangente ao grafico de f no ponto (c,f(c)) € horizontal. (ver figura
9)
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(cf(e)

Figura 9

Teorema do Valor Médio - Teorema de Lagrange
Se f é uma funcdo continua em [a,b] e derivavel em ]a,b[ entdo existe ce Ja,b[ tal que

f(b)- f(a)

ro=—"-

D] Considere os dois casos:
1) f(a) = f(b)

f(a) = f(b) = M =0
b-a
f(a) = f(b) = existe ce Ja,b[ tal que f'(c) = 0 (Teorema de Rolle)

Logo’ f'(C) =0= M
b-a
2) f(a) = f(b)
Considere a funcdo g(x) = f(x)— f(a) - (%‘;(a)j(x -a).
-a

(Observe que a funcdo g determina a distancia vertical entre um ponto (x,f(x)) do gréfico e o ponto
corresponde na reta que passa pelos pontos (a,f(a)) e (b,f(b)))

A funcdo g satisfaz as hipoteses do Teorema de Rolle logo, existe ce]a,b[ tal que g'(c) =0, ou

f(b)— f(a) f(b) - f(a)

seja, g'(c):f'(c)—{ b_a) s

J:O. Dai f'(c) =

Obs: Interpretagcdo geométrica
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Se f é uma funcdo continua em [a,b] e derivavel em ]a,b[ entdo, de acordo como Teorema do
Valor Médio, existe ce ]a,b[ tal que a reta tangente ao grafico de f no ponto (c,f(c)) é paralela a reta

que passa pelos pontos (a,f(a)) e (b,f(b)). (ver figuralO)

/

f(a)

Figura 10

Funcdes crescentes e decrescentes

f é crescente no intervalo | se e somente se f é decrescente no intervalo | se e somente se
VXl y X9 € l, X1 < X9 = f(Xl) < f(Xz) VX]_ y X9 € I, X1 < X9 = f(Xl) > f(Xz)
y

f(x)
f(X2)
f(xl)
_./ Xl Xz

f(x)

Xq Xy
Figura 11

OBS: 1) Dizemos que f é estritamente crescente no intervalo | se e somente se V x,,X, €I,

X, <X, = f(x,) <f(x,).
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2) Dizemos que f é estritamente decrescente no intervalo | se e somente se

VX, X, el, X, <x, =f(x;)>f(x,).

3) A funcao f é dita monétona no intervalo | se for crescente, estritamente crescente, decrescente ou

estritamente decrescente em 1.

Critério da derivada para crescimento e decrescimento.
Considere que a funcéo f continua [a,b] e derivavel em Ja,b[ , temos que
i) Se f'(x) > 0 paratodo x em ]Ja,b[ entdo f é crescente em [a,b].

i) Se f'(x) < 0 paratodo x em Ja,b[ entdo f é decrescente em [a,b].

D]i) f'(x) > 0 paratodo x em ]a,b[ . Dados X; € X, € [a,b], com x; < X2, 0 teorema do valor médio

f(x2) - f(x)
X2 =X '

aplicado ao intervalo [Xy, X2], nos garante que existe ¢ €] X, X[ tal que, f'(c) =

E como, f'(c) > 0 e x; <Xx. Temosque f(x) < f(xy), ouseja, fé crescente em[a,b].
A demonstracdo do item ii) é analoga.

Exemplo 1: Estude, quanto ao crescimento e decrescimento, a fungéo f, em cada caso

2
) fx) =32 +x+2 b)f= 3 =X
x2 2Inx

Solucéo:
' 2 1
a) f'x)=3x"-4x+1= 3(x—§)(x—1)

f'(x)>0em]-o, 1/3[ e em]1, +oo[ , logo f € crescente em (-o0,1/3] e em [1,+ oo

f'(x) <0em]1/3,1[, logo f é decrescente em [1/3,1].

2 4x x—§
4x° —6X 2

x4 x4

b) D() =R, f(x)=

e f'(X)>0em]-0,0[eem]3/2, +o [,

logo, fé crescente em ]-o0, O] e em [3/2, +oo [,
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o f'(x)<0em]0, 3/2[, logo f é decrescente em ]0, 3/2].

0 D= R} {1, f’(x)zi(

In(x) -1
2

(Inx)?

Observe que:

i) (Inx)? > 0, Vx e R} —{1},

i) (IN(x)-)>0=Inx>1=x>ee (IN(X)-1)<0=Inx<1l=0<x<e.

v f'(X)>0em]e, +o[ = fé crescente em [e, +oo],

v f'(xX)<0em]0,1[e]l,e[ = fé decrescente ]0,1[ e em [1,e].

Teste da derivada primeira para extremos locais

Seja f continua em um intervalo [a,b], fé derivavel em ]a,b[ exceto talvezemc €Ja,b[ec
um ponto critico de f.
1) Sef'(x) > Oparatodox<ce f'(x) < 0paratodox>c (x € Ja,b[) entdo c € um ponto de
maximo local.
2) Sef'(x) < Oparatodox<c e f'(x) > 0 paratodo x >c (x € ]a,b[) entdo ¢ € um ponto de

minimo local.

D] 1) f'(x) > 0 paratodo x <c = fécrescente em [a,c] = f(X) < f(c), Vx e[a,c] (I)
f'(x) < 0 paratodo x> ¢ = fé decrescente em [c,b] = f(c) > f(X), Vx €[c,b] (II)

De (1) e (I1) temos que f tem um maximo local em x = c.

A demonstracdo do item 2) € analoga.

OBS: Se f * ndo muda de sinal em uma vizinhanga de um ponto critico ¢ ento f ndo tem extremo local

emcC.

Exemplo 1: Use o teste para derivada primeira para determinar os extremos locais das funcdes
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2 _ 2_1 >1
F(x) = X3 22 + X + 2 b)f(x):x—iHs of= 10 X gy =X
X 1-x2, sex<1 2In
Solucéo:
a)

1) Determinar os pontos criticos de f.
f'(x) =3x°-4x + 1= 3(x —%j(x —1), f'(X) existe para todos os nUmeros reais, assim 0S pontos
criticos de f serdo os valores de x para os quais f'(x) =0. Tomando f'(x) =0 temos:
, 1 1
f'(x) = 3(x—§j(x—l) =0 ©Xx= 3o x =1

2) Analisar o sinal da derivada em uma vizinhangade x =-5/3 ex =1

Intervalos J-o0,1/3[ 113,10 J1,+o0[
Sinaldef | f'(x) >0 | f'(x) <0 | f'(x) >0

Conclusao: f tem um méaximo local em x = 1/3, e um minimo local em x =1
b)
1)Determinar os pontos criticos de f.

2 4x x—§
4x° —-6x 2

x4 x4

Df)=R" f(x)= j=o = x=3/2 (0 ¢ D(f)).

2) Analisar o sinal da derivada em uma vizinhanga de x = 3/2

Intervalos ]-0,0[ 10,3/2[ 13/2,+00]
Sinal de f f'(x) >0 f'(x) <0 | f'(x) >0

Conclusdo: f tem um minimo local em x = 3/2.

c)

1) Determinar os pontos criticos de f

i 2X, sex>1 ,
f'(x)= , F(1)?
—-2X, sex<1

— 2_ —
raty= tim (M) X210 oo

w1t X-1 x—-1 X-1 x—1
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2
)= tim 1O 12X =0 1y = 2

1~ X-1 x—1 X-1 x—1
Logo, 2 f'(1),ecomo f(0) =0
Os pontos criticosde f sitox=1ex=0

2) Analisar o sinal da derivada em uma vizinhangade x=0e x = 1.

Intervalos ]-0,0[ 10,1[ 11, +00[
Sinal de f'(x) >0 f'(x) <0 f'(x) >0

Conclusao: f tem um méaximo local em x =0, e um minimo local em x = 1.
d)

1) Determinar os pontos criticos de f.

1

D(H) = R} {3, /(9 =_('n<x>—1

(Inx)?

J:O:x:e
2

2) Analisar o sinal da derivada em uma vizinhanca de x = e.

Intervalos 10,1 11.e[ Je,+oo[
Sinal de f f'(x) <0 f'(x) <0 f'(x) >0

Conclusao: f tem um minimo local em x = e.

Teste da derivada segunda para extremos locais

Seja f uma funcao derivavel em Ja,b[ e ¢ um ponto critico de f neste intervalo, isto &,
f'(c) =0. Se f admite derivada de 2% ordem em Ja,b[ temos que.
1) Se f"(c) >0 entdo fpossui um minimo local em c.

2) Se f"(c) <0entdo fpossui um maximo local em c.

D] 1) f"(c) = lim M: Iimw lim w_

X—C X—C Xx—>c X—C

f"(c) > 0 (por hipotese) = >0 em uma vizinhanca de c.

)
X—C
Dai,

X—>C-=>Xx-c<0= f'(x) <0 (parax <c)
X—>C+=>Xx-c>0= f'(x) >0 (parax>c)

Pelo teste da derivada primeira concluimos que f tem um minimo local em x = c.
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2) De maneira andloga demonstra-se o item 2.
OBS: Se f "(c) = 0, nada podemos afirmar, usando este teste, sobre a natureza do ponto critico. Em tais

casos, devemos aplicar o teste da derivada primeira.

Exemplo 1: Use, se possivel, o teste para derivada segunda para determinar os extremos locais das
funcoes:

a) f(x) =x°-5%°

1) Determinar os pontos criticos de f.

f'(x) = 5x* = 15x% = 5x*(x* - 3) , f '(X) existe para todos os n(imeros reais, assim 0s pontos criticos de
f s&o os valores de x para os quais f'(x) = 0. Tomando f'(x) =0 temos 5x*(x*~3)=0= x =0 ou X

= —4/3 oux:\/§.

2) Determinar o sinal da derivada segunda para os pontos criticos.

f"(x) = 10x(2x% - 3)

f (\/5) = 10\/5(2.3-3) >0 = f tem um minimo local em x = /3.

" (=+/3)=-10+/3(2.3-3) <0 = f tem um maximo local em x = —+/3..

f" (0) = 0, nada podemos afirmar por este método. Vamos usar o teste da derivada primeira, analisando

o sinal de f.

Intervalos J-o0,— /3 [ 1-/3.,0] 10,v3[ | 143,40
Sinal de f’ f'(x) >0 f'x) <0 | f'X)<0 | f'(x) >0

Como f ndo muda de sinal em uma vizinhanca de O entdo f ndo possui extremo local em x = 0.(ver
figura 12)

b) f(x) = x*

1) Determinar os pontos criticos de f.

f'(x) = 4x® , f'(x) existe para todos os nlimeros reais, assim 0s pontos criticos de f sdo os valores de
x para os quais f'(x) = 0. Tomando f'(x) =0 temos x =0

2) Determinar o sinal da derivada segunda para os pontos criticos.

f "(x) = 12x* , f " (0) = 0, nada podemos afirmar por este método. Vamos usar o teste da derivada

primeira, analisando o sinal de f".

Intervalos ]-0,0[ ]0,+oo[
Sinal de f’ f'(x)<0 f'(x) >0
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Logo, f tem um minimo local em x = 0. (ver figura 13)

max 4

min

Figura 12

Concavidade do grafico de uma funcéo

Figura 13

Na figura 14, observe que quando um ponto do grafico de f move-se para direita, a reta tangente

ao grafico de f neste ponto gira no sentido anti-horario e sua inclinacdo aumenta. Dizemos que este

grafico possui a concavidade voltada para cima. Analogamente, na figura 15, quando um ponto do

grafico de f move-se para direita, a reta tangente gira no sentido horario e sua inclinagdo decresce.

Dizemos que tal gréafico possui a concavidade voltada para baixo. Estas consideragdes geométricas nos

conduzem as seguintes definicdes.

Concavidade voltada para cima

reta tangente gira no gentido anti-hordrio

f* estritamente
crescente

Figura 14
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Concavidade voltada para baixo

reta tangente giva
no sentido hordrio

f* estritamente

decrescente /

Figura 15
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Definicédo: Seja f uma funcéo derivavel em um intervalo Ja,b[

i) O gréfico de f tem concavidade para cima (C.V.C) em ]a,b[ se e somente se f'for uma funcéo
estritamente crescente em ]a,b[.
ii) O grafico de f tem concavidade para baixo (C.V.B) em Ja,b[ se, e somente se f' for uma funcéo

estritamente decrescente em Ja,b[.

Definicdo: Um ponto (c,f(c)) do grafico de uma funcdo continua f é chamado de ponto de inflexdo, se
e somente se existe um intervalo aberto Ja,b[ < D(f), contendo c, tal que f tenha concavidades de

nomes contrarios em ]a,c[ e em]c,b[.

Aplicando a funcdo f° o critério da derivada para crescimento e decrescimento, obtemos o

seguinte resultado.

Teste para concavidade de um gréafico

Considere a funcdo f que admite derivada segunda no intervalo ]Ja,b[.
i) Se f "(x) > 0 para todo x em a,b[, entdo o grafico de f possui concavidade para cima em Ja,bl.

ii) Se f "(x) < 0 para todo x em a,b[, entdo o grafico de f possui concavidade para baixo em ]a,b.

Exemplo 1: Estude as fungdes a seguir em relacdo a concavidade.

x2 —4x+3

XZ

a)f(x) = x® + x> -5x -1 b) f(x) =

Solugéo:
a) f'(X) =3x%+2x =5, f'(X) = 6x + 2

Assim, f"(x) <0, se x< —% e f"(x)>0, se x> —%.
Logo, o gréafico de f tem concavidade voltada para baixo no intervalo }— oo,—%[ e concavidade voltada

. . 1
para cima no intervalo }—5&0{ :

Como o grafico de f muda de concavidade na vizinhanga de —% entdo P :(_ ;,f(_;)j :(_ 1 20} €o

3'27
ponto de inflexdo do gréfico de f.
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2 - —
D(f) - R*, f,(X) - u ’ .I: H(X) — 8X+18
4 4
X X
f7(x)>0em]-, 0[ e 10,9/4[ e f~ (x) <0em J9/4,+ ool
Logo, o gréafico de f tem concavidade voltada para cima em ]-oo, O] e em ]0,9/4[ e tem

concavidade voltada para baixo em em ]9/4,+ oo[.

Como o grafico de f muda de concavidade na vizinhanca de % entdo P :(i,f(i)j € 0 ponto de

inflexdo do grafico de f..
Assintotas
Definicdo: Dada uma reta r e uma funcéo f, dizemos que a reta r € uma assintota do grafico de f se e
somente se a distancia 6 entre um ponto M do grafico de f e a reta r tende a zero & medida que o ponto
M se afasta indefinidamente da origem.
As assintotas podem ser:
a) Verticais (figura 16)

b) obliquas (figura 17( ( caso particular: horizontais — figura 18)

v

4

Figura 16 Figura 17 Figura 18

Definicdo: A reta x = a é uma assintota vertical do grafico de y = f(x) se, e somente se, pelo menos
uma das alternativas for verdadeira:
1) lim f(X)=400 2) lim f(X)=—w0 3) lim f(X)=40 4) lim f(x)=—w0

+ + - -

X—a X—a X—a X—a
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Exemplos:

2
XS —4x+3 *
a) f(x)=————D( =R
2
X
X% —4x+3 X% —4x+3 . . . -
lim —— —=+two e lim —— =+ = x =0 é uma assintota vertical do grafico de f.
x—07" X x—0" X
¥3

b) f(x):z—l; D(f) =R -{-1, 1}

3 3 X3 X3
lim =400, lim =—o0, lim =+o0 € |im
x—1t x° -1 x—1” X7 -1 x—>-1T X7 -1 x—>-1" X7 -1

= —00,

Logo, as retas x = 1 e x = - 1 sdo assintotas verticais do gréfico de f.

Obs: As “possiveis” assintotas verticais x = a do grafico de funcdes do tipo f/g, sdo os valores para 0s

quais g(a)= 0. Para funcdo f(x)= —“1+X_1; cujo o dominio é D(f) =R, temos  lim vi+x-1 = 1
X x>0+ X 2

e lim Vvi+x-1 1

=5 Logo a reta x = 0 ndo € assintota vertical do gréafico de f.
Xx—0"

Definicdo: A reta y = kx + b é uma assintota obliqua do gréafico de y = f(x) se, e somente se,
lim [f(x)-(kx+b)]=0 ou lim [f(x)-(kx+b)]=0
X—>+00 X—>—00

Obs A reta y = b é uma assintota horizontal do grafico de y = f(x) se, e somente
se, lim [f(x)-b)]=0 ou lim [f(x)=b]=0,istoé, lim f(x)=b ou lim f(x)=b.
X——

X—>+00 00 X—>—+00 X—>—00
Determinacdo da assintota obliqua:

y = kx + b é uma assintota obliqua do grafico dey =f(x) < lim [f(x)—kx—b]=0 () &

lim x{w—k—g}:o.

X—>+00 X X

Segue entdo que lim {M—k—g}:o, pois se lim {M—k—g}to teriamos que

X—>+oo| X X X—>+oo| X X
+ o0
. f(x b
lim xﬁ—k—— =<q0U .
X—>+00 X X
— 0
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Assim,

lim {w—k—9}=0:>k= im %) )

X—>+00 X X X—>+0o X

Conhecendo-se k, de (1) temos que b= lim f(x)—kx (IlI).

X—>+00
Logo, se aretay = kx + b é uma assintota do grafico de y = f(x) obtemos k e b pelas férmulas
(1) e (111) respectivamente. Reciprocamente, se os limites (1) e (111) existem e sdo finitos a igualdade
() se verifica e a reta y = kx + b € uma assintota obliqua do gréfico de f.
Observacoes:
1) Analogamente para X — —o0.

2)Sek=0eb= lim f(x) entdoaretay=b e uma assintota é horizontal do gréfico de f.
X—>to0

3) O grafico de uma funcdo y = f(x) tem no maximo duas assintotas obliquas (ou horizontais).

Exemplos:
2_
a) £ = X3,
X
X2 —4x+3
: x2 . x%—4x+3 - XP—4x+3
k= lim ——= lim ————=0¢ b=Ilm——F—=1.
X—>Fo0 X X—> oo x3 X% X
Logo, a retay = 1 é uma assintota horizontal do grafico de f.
3
b) f(x)=—
X= -1
«3
2 3 3 3 .3
k= tim X=L gim — X _1 e b= lim X _x= 1im XX g
X—>to X x—+00 x(x2 —1) X—to0 x2 1 x—to  x2 _1

Logo, a reta y = x é uma assintota obliqua do grafico de f.

c) f(x)=vx?+2x+5,D(f) =R

2 5
T o rE X 1+;+X—2
k, = lim Y20 i -1

X—>+00 X X—>+0 X
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2, oy 152 x(2+5)
b= lim (\/x2+2x+5 —sz lim 22X X _im X -1

X—>+00 X—>+0\[y2 L oy 15 4 x X_HOOX( /1+2+5+1j
X X2

2 5
2 s oyt - X 1+;+—2
ky= lim Y720 i X /-1

X—>—00 X X—>—00 X

x(2+sj
2 2
b, = lim (V%2 + 2x+ 5 + x)= lim X F2XH8-X _ X

X 2 X2 +2X+54+x 2 5
=X, 1+—+— +1
X X

Logo, asretas y=x+1ley= —x-1 sdo assintotas do gréafico de f.

Gréficos
Para o0 esboco do grafico de uma funcéo f, sugerimos o seguinte roteiro:
Determinar (se possivel)

a) o dominio e intersecdo com 0s €ixos,

b) assintotas do grafico de f e intersecfes com as assintotas

c) intervalos de crescimento e decrescimento,

d) extremos locais,

e) intervalos onde o gréfico de f tem concavidade para cima e para baixo,

f) pontos de inflexao.
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