'Y UNIVERSIDADE FEDERAL DA BAHIA
S— INSTITUTO DE MATEMATICA
m DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

L L&) MAT A02 — CALCULO A - 2009.1

22 LISTA ( QUESTOES DE PROVAS)

Regra da cadeia

(F(Q(n(-t(x)-) = T (G((-.(t(x))-)).g (M(.. ()0} ((E(X))-..)-.. 8 (%)

1. Para cada uma das func¢des seguintes, determine a derivada indicada:

a) (1999-1) % sendo y =arctg (%) +(arcsen (v 1- x? )) [log (1— 2X)].

b) (1999 - 2) ﬂ sendo y=e
yX

c) (1999 - 2) % sendo y =arccos (sen (eX))+ x? arctg (2x% +2) .
X

log3 () 13

—[sen (cos(x))]

d) (1999 -2) f'(0), sabendo que f (tg (x)—\/§)— f (4m—3x) = cos (X).
e) (1999-2) f’'(3), sabendo que f(L1+2x)+ f(2x* +1) =4x>+4x+2, VxeR.

f) (1998-1) f'(0), sendo x.f(8—x) = f(x2—9x+8)+x? e f(O):—%.

g) (1998-1) f (1), sendo f(x)= g(2—cos(%x)),VX e[-11],com g: % — Ruma

funcdo derivavel e g (2) =1.
h) (2006-2) f '(5), sabendo que f(3x + 2) + f(x* + 4) = arcotg(x?) + 3x.

2
) (2005-2) f'(x),sendo f(x)=(arctg2x)* ) 0<x< 7z /4.
j) (2006 - 1) g"(x), sabendo que f(x)= X3 +2x e g(x) = f (arcsenx)

Derivada da funcéo inversa

Seexiste f'(x) e f'(x)=0,entdo existe (f_l)'(f(x)) e (f_l)’ (f(x)) = .

f'(x)




2. Aplicando o resultado anterior, faga o que se pede nos itens a seguir:

a) (1999 — 1) Encontre (f 1)’ (f (%)), sendo f(x) = % X [—%,ﬂ .

b) (1999 - 2) Encontre o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de f'no ponto P (1,
0), sabendo que f (x) = 32792 4 x2

c) (1998 -1) Calcule g’ (f(1)),sendo f(x)=x*>-2"e g ainversade f.
d) (1999 - 2) Determine a derivada da funcdo f! no ponto de abscissa 5,
sabendo que D(f)=]-o,—1[ e f esté definida pela equacdo f(x) = x3 —4x+5.

2
e) (1998 -1) Determine (f ™)' (1), sendo f(x)=e"™?"*"

f) (2006 — 1) De termine (f_l)' (0), sendo f(x)= (x3 +1)arctg(3\/ x* +1).

g) (2006 — 2) Determine (f‘l)’ @, sendo f(x)= z(xz +1)

Derivacdo implicita.

3. Para cada um dos seguintes itens, determine a derivada indicada:
a) (1999-1) % ,sendo y = f(x) dada implicitamente pela equagio xe’ —In(y+1) = 3.
X
b) (1999 -2) ? ,sendo x = f(y) dada implicitamente pela equagdo x°+ xy + y° = 3.
y

c) (1999 -2) % , sabendo que x? ++/sen(y) — y? =1.
X

d) (1998 -1) y'P ,sendo P(0,0) e y=f(x) uma funcdo que satisfaz a equagéo
arccos (3x) +In (1-2x) + x.tg (y)+sen(y—x) =0 .
e) (1999-2) y'P , sendo P (1, 2n), sabendo que x2y+sen(y) = 27.

f) (2006-2) g—y no ponto de ordenada 1, sabendo que y € dada implicitamente por
X

xarctg(y) + xe* = % +e.

g) (2006-1) % , No ponto de abscissa 0, sabendo que y é dada implicitamente por
X
xy?’+2y3 =X-2Yy
h) (2008-1) % , N0 ponto em que abscissa e ordenada possuem o mesmo valor, sabendo que y é
X

3

dada implicitamente por xy2 + X7 + y3 =3.



Reta tangente e reta normal.

4. Determine:
2 2
a) (1998 — 1) Uma equacdo da reta tangente a elipse XT + y? =1 no ponto P(?,Z) :
b) (1999 - 2) Uma equacio da reta tangente ao grafico de f* no ponto de abscissa a = f (3),

sendo f(x) = , com x>2.

1
VX3 -2

(1998 — 1) Uma equacdo da reta normal a curva X2 + 2Xy + 3y2 =3 no ponto do 2°
quadrante, onde a reta tangente é perpendicularareta r : x+y =1.

(1998 - 1) Uma equacdo da reta tangente ao grafico de f,tal que, a mesma seja
paralelaareta r: x—2y+2 =0, sendoy = f(x) dada implicitamente pela equacéo

3y? +2xy—x? = -3, paratodo x e D(f),com f(x)>0.

(2005 — 2) Determine a equagdo da reta tangente ao grafico de f~1 no ponto P(1,0),

sabendo que f (x) = 2379(3X)

(2006 — 1) Determine a equacao da reta normal ao gréfico de f1 no ponto de abscissa 1,

)
sabendo que f(x)=e x? :

g) (2008 — 2) uma equagdo da reta tangente ao grafico de f 1 no ponto de abscissa 0, sabendo que

() =

x3—1
x2 +1

, X>0.

Limites — Regra de L Hospital.

5. Calcule os seguintes limites:

a) (1998-1)

X 1l =«
sen— —arctg(x) — —+— ¥
lim - x4 b) (1998-1) lim(————)
x—1 X% +2x-3 x>0 e* —x-1




2

In (sen (x)) e’ -1

c) (1998-1) lim d) (1998-1) lim

w8 (m—2x)° x—0sen? x
2
. 11 .
e) (1999-1) nm( -—j f) (1999-2) lim (cotg(2x) arctg(x))
x—ot\l—e™* X x—0F
2 X ()
g) (1999-2) lim (#j h) (1998—1) lim (cos(x)) ¥°
w1 P XT =X =x+1 w0t
. . 1., . oyt
i) (1998-1) Ilim 1+=) D (1998-1) lim (2" +x)
X—>+0 X X—>+00
B (/%)
K) (1998—1) lim (2+x2)® """ ) (1999-1) lim {tg[x+£ﬂ
X—>+00 x—0 4
2
m) (1999-2) lim [cos(2x)]®'* n) (1999-2) lim (X + cos(2x))%os%ec)
Xx—0 x—0*
(Elj
0) (2008-2) lim e\X S€MX p) (2005-2) lim x[%—arctng
Xx—0" X—>+00
q) (2005-2) lim (L+ sen3x)(/X) 1 (2006 -1) lim (cotg(2x)arctg(x))
x—0" X—0

X
6. (2008 -2) Determine o valor da constante a tal que lim (wj =4,

X—+oo\ X —a

Méaximos e Minimos

Com base na tabela seguinte e utilizando os conhecimentos sobre assintotas, adquiridos durante o
curso, resolva as questdes 6, 7,8,9,10e 11.



RELACAO ENTRE AS CARACTERISTICAS GRAFICAS DE UMA FUNCAO E AS DERIVADAS DE 1% e 22 ORDENS
DESTA FUNCAO
ABISCISSA ABISCISSA
Caracteristicas PONTO DE MIN. INTERVALO INTERVALO INTERVALO | INTERVALO DE
criTico |ABSCIS | LocaL DE DE ONDE G (f) | ONDEG (f) | PONTO
DE f SA DE DEG ( f) CRESCIMENTO DESCRECIMENTO TEM TEM DE
A CcVv.C C.V.B INFLEXAO
MAX.
LOCAL
DEG ( f)
Xo de D (f) | xoéponto Xo € ponto f é continua
tal que criticode fe | criticode fe + em Xy, X; €
f’(Xe) =0 o sinal de o sinal de ponto critico
12 Derivada ou f’(x) muda | f’(x) muda - crescente decrescente de f’e f’
A f(x) de + para — de — para + muda de
em X, em X, crescimento
em X;
B B B B B f’(x2)=0ou
22 Derivada ~ Néo ~Néo ~ Néo ~Néo ~Néo _ FE7(x) e
informa informa informa informa informa + £ muda de
sinal em x,
7. (1998 — 1) Considere uma func&o definida e continuaem 9R—{2} eograficode f ¢ dado
a sequir: Ly
0] 1 2 3 4 5 8 X
Determine:

7.1) os pontos criticos de f .

7.2) os intervalos de crescimento e decrescimento de f .
7.3) o0s pontos de maximo e de minimo locais de f .
7.4) os intervalos onde o gréafico de f tem concavidade voltada para cima (CVC) e onde tem

concavidade voltada para baixo (CVB).
7.5) as abscissas dos pontos de inflexdo do gréafico de f.
7.6) o0 eshoc¢o de um gréfico de f, considerando f(0)=2, f(3)

f(8)=6.

=-1,f(5)=4,(6)=1f(7)=3 e

Para cada uma das funcGes dadas a seguir determine (se possivel): o dominio de f, as intersecfes
do gréafico de f com os eixos coordenados, as assintotas ao grafico de f, as interse¢cBes das
assintotas com o grafico de f e com, os intervalos de crescimento e de decrescimento de f, os
maximos e minimos locais de f, os intervalos onde o grafico tem concavidade voltada para cima e
onde o grafico tem concavidade voltada para baixo, os pontos de inflexdo do gréafico de f e o
esboco grafico.

8.1) (1999 -1) f(x):x+1,com XeR".
X
X

;21 , sabendo que f'(x)= _2(x=3)
X 3 4

8.2) (1998-2) f(x)=




10.

2 2 _
83) (1998 - 1) f()=>"*C " capendo  que  fr(=X 21
x-1 (x—1)2

4

f(x)= .
(x) x_D)°

8.4) (1998 — 1) f(x)=xe X, sabendoque f'(x)=eX(1-3x) e f"(X)=e*(9x-6).

2% 2 4x _4(1-3x%)

8.5) (1999-1) f(x)= , sabendo que f '(x) =

———e f"(X)= :
x% +1 (x2 +1)? ) (x2 +l)3
3 3
8.6) (1998 — 1) f(x):x—24,sabendoque frix) =2 3+8 e f"(x)=—2—j'.
X X X
G 6X — x> 18
8.7) (2006- 1) f(x) =——, sabendo que f'(x) = 5 © f"(x) = 3
3-X (3-x) (3-x)

Determine as constantes a e b de modo que
9.1) (1998 — 1) o grafico da funcdo f(x)=x> +ax? + bx tenha maximo relativo no ponto P(19).

9.2) (1998 — 1) o grafico da fungdo f(x) = x3 + ax? + bx +1 tenha ponto de inflexdo P(2,1).
9.3) (1998 — 1) afuncdo f(x)=x3+ax? +bx tenha um extremo em x = 2 e o grafico de f tenha

ponto de inflex&o de abscissa x = %

Resolva os seguintes problemas:

10.1) (1999 - 2) O custo de produgdo de x unidades de um certo produto é dado, em reais, por
y= 3x? +5x + 75. Encontre o valor minimo do custo médio por unidade produzida. (Sabe — se

que o custo médio por unidade produzida é dado por C = y ).
X

10.2) (1999 - 2) O preco de uma certa acdo na bolsa de valores, em funcgédo do tempo t decorrido

apos sua compra por um investidor € dado por P(t) = ( 160;2
4+t

+1 (t emanose P(t) em reais).

Para vendé-la, o investidor tem que esperar no minimo 2 anos e no maximo 5 anos. Dé a melhor
ocasido para venda.

10.3) (1998 — 1) Uma pista de atletismo com comprimento total de 400m,
consiste de dois semicirculos e um retangulo conforme figura ao lado . ( )
Determine as dimensées de a e r de tal maneira que a &rea retangular :
demarcada na figura seja maxima. r <> rd

10.4) (1999 - 1) Determine as dimensGes de uma caixa retangular de base quadrada, sem tampa, de
forma que sua area total tenha 48 cm?e seu volume seja 0 maior possivel.



10.5) (1999 - 2) Um cilindro circular reto é gerado pela rotacdo de um retangulo de 30cm de
perimetro em torno da reta determinada pelos pontos médios de dois lados opostos desse retangulo.
Que dimensdes 0 mesmo deve ter para gerar o cilindro de volume maximo?

10.6) (1999 - 1) A resisténcia de uma viga é diretamente
proporcional ao produto da largura pelo quadrado da
altura da secdo transversal (R=axy2, sendo a a
constante de proporcionalidade, x a largura e ya

altura). Determine as dimensdes da viga mais resistente
que pode ser cortada de um toro cilindrico de raioa.
('Ver figura ao lado )

A
10.77) (2006 -1) Determine as dimensdes do cone circular reto Y
que minimizam seu volume, sabendo que a sua geratriz € o segmento \ B
de reta cujas extremidades séo os pontos A (a,0)e B (0,b), e que passa Q
pelo ponto P ( 1, 1), conforme a figura ao lado.

A >
0 13 X

10.8) (2008-1) Uma folha retangular com perimetro de 36 cm e dimensdes x x y sera enrolada para formar um

cilindro. Que valores de x e y fornecem o maior volume.

X
10.9)(2008 -1) Deseja-se construir uma caixa com forma cilindrica de volume igual a 2 m®. Nas laterais
ser4 utilizado um material que custa R$10,00 por m? enquanto que na tampa e no fundo da caixa se
utilizara um material que custa R$15,00 por m?. Determine as dimensdes da caixa de forma que o custo

seja minimo.



RESPOSTAS

1)

dy =~ 1  xlog(@-2x) 2 arcseny1— x?

YT 2 MV1-x  @-29n10

ﬂ:e'og“ senx cos (Cosx)
dx  xIn3 " 33/sen?(cosx)
dy  e*cos(e¥) 9 4x3
c) vie —\/m+2xarctg(2x +2)+—4x4+8x2+5'
oy V3 . oy L iy (B —
) FO=" 9 rE=2, NIO=-¢.  9FfO=7. ) rE=25.
2
i) f’(x):(arct92x)(X2+4X) (2x + 4) In(arctg2x) + 2 (x 2+4X)
(1+4x“)arctg2x
N (3(arcsenx)2+2)
D ogx)=
\/1—x2
1w _ [2+cos (2x)]?
2.2) (TY(100) = 2[2cos (2x) +1]
EPFENP N S T 1y _ 1+4x?
W a=(rye= £'0) 2In3’ (1 )(f(X))_Z In3 3390 4 2y 4 8x°
1
"(f@)) = X "(f =
c) g'(f(D) 2 (-2 g9'(f(x)) o 2XIna
d) (f_l)'(5)=#=1: (FH(F(x) = S
f'(-2) 8 3x% -4
3
o ((hyw=—l—=4; ()= .
f'(-2) (x+4) e(x+2)/x2
oyt = !
f)( )() f'(-1) 3arctg®2)
Tyt L
9) ()@= £ In2
3.a)d_y= (y+1)e’ 1 %__x+3y2 c)ﬂ: 4x.Jseny

A 1-(y+1)xe’ dy  y+3%° dx 4y.seny—cosy’



d) yo=6 &) Y'p=21. ) %(1,1) ~—te-Z

dy 1 dy 4
—(0,0) == h)y =@ =——
g)dx()2 )dx()5
4.3) t: y—2:—3\/g(x—2\/§); y'=—%.
4 3 4y
250, 1 1 24(x%-2)°
b) t:y-3=—"-+(xx-2); (f )(f(X)=—""—".
)ty 57 ( 5) (f ) (f(x) 2
C) n:y+x+1=0; y':—X+y e y'P:l
X+ 3y
1 1 5 X—y
d) t:y—===(x—-=); = .
)ty 2 2( 2) Y X+ 3y
1 1 2
) y=—-(x-1) f)y+2=-=(x-1 —1=—x
)y 3In2( ) Dy 4( ) 9y 3
5.a) 1/8. b) 2. c) -1/8. d) 1. e) 1/2. f) 1/2. g) +o.
hylvJe i)l i) 2. k) 1. 1) e%. m) 1/e°. n)¥e.
0)1 p) 1 Q) e® r) %.
6.a=1In2

7. 7.1) Pontos criticosde f:0,3,5,6¢€8.
7.2) Intervalos de crescimento: [0,2[ ; 12,5] e [6,8];
intervalos de decrescimento: ]—-«,0] ; [5,6] € [8, +oo].
7.3) Pontos de maximo local de f: 5 e 8; pontos de minimo local de f: 0 e 6.
74) CVC: ]-o,2[ e ]13,7[; CVB: 123[ e ]7, +o[.
7.5) Abscissas de pontos de inflexdo de G (f): 3 e 7.

NS
|\

G (f)

DI

SN N
MM

i (N \S ]

£(0)=0 ¢D f'(3)=0 #f’(S) =0 £'7)>0 1§
p de m ap | 0° de M pedem a.p® | p©deM



7.6) Gréfico

de f:

8.1)

v

"

D (f)=R"; o gréficode f ndo intercepta os eixos
coordenados; assintota vertical: x = 0 e assintota
obliqua: y = x ( quando X —>—o e X —>+®); as
assintotas ndo interceptam G (f); f é crescente em
] —o,-1] eem [ 1, +oo[ e é decrescente em

[-1,0] eem ]0,1]; f'(x)=1—i2 ; ponto de
X

maximo local de G (f) : (-1,-2); ponto de minimo

local de G (f): (1,2) ; f"(x):%; G (f) tem
X

CvCem ]0,+o[ e CVBem]-,0[; G (f)nédo

tem ponto de inflexao.

Grafico de f

10




8.2)

8.3)

8.4)

D (f) =R"; o gréafico de f intercepta apenas 0 €ixo
Ox no ponto ( 1, 0 ); assintota vertical : x = 0,
assintota horizontal: y = 0 ( quando X —> - e
X — 400) ; apenas a assintota horizontal intercepta o
grafico de f no ponto (1,0); fé crescenteem ]0,
2] e é decrescente em ]-,0[ eem [2, +o [;
ponto de maximo local do graficode f: (2,1/4);
ndo tem ponto de minimo local ; G ( f) tem CVC
em]3, +o[ eCVBem ]-«,0[ eem ]0,3[;
ponto de inflex&do G (f): (3, 2/9).

D(x)=R-{1} intersecdo do eixo Ox com
G (f) nos pontos: (2,0) e (3,0) e intersecdo do
eixo Oy com G ( f) no ponto: ( 0, — 6 ); assintota
vertical : x = 1, assintota obliqua : y = x — 4 (quando
X— —o0 e X —>+00); as assintotas ndo interceptam
G (f), a assintota vertical intercepta Oxem (1, 0)
e ndo intercepta Oy, e a assintota obliqua intercepta
Oxem (4,0)eOyem (0,—4); fé crescente em
]-,1-+2 Jeem [ 1+~/2, + o[ e é decrescente
em[1-+/2,1[eem]1, 1++/2]; ponto de maximo
local do grafico de f: (1-+2, -2/2-3) = (
—-0,4, —6,2 ) e ponto de minimo local do gréfico de f
(142,242 -3) = (2,4,-0,2) ; G (f) tem CVC
em]l, +o[ eCVBem]-ow,1[; G (f)nédotem
ponto de inflex&o.

Gréafico de f
2
4 z /_J_X._J__
- . .
2
W
-
-6
Gréafico de f
[=h!
EN
)]
10 -5 10

D (f) =R; o grafico de f intercepta 0s eixos
coordenados na origem; ndo tem assitota vertical
nem obliqua, e a assintota horizontal é y = 0
(x— +o), que intercepta G ( f ) na origem; f ¢
crescente em ]-,1/3] e é decrescente em
[1/3,4 [ ; o grafico de f tem méaximo local no

ponto G%} ~ (0,3, 0,1) e ndo tem minimo local;

G(f)tem CVCem ]2/3, +o[ e tem CVB em

]-o, 2/3 [ ; ponto de inflexdo: g,i =
3 3e?

(0,7,0,1).

Grafico de f

0.5

11




9.

8.5)

8.6)

8.7)

9.1)

D (f)=R; o grafico de f intercepta os eixos
coordenados na origem ; ndo tem assintota vertical
nem obliqua, e a assintota horizontal é y = 2 (quando
X—>—o0 €& X—+), que ndo intercepta G (f) e
intercepta apenas o eixo Oy no ponto (0,2 ); fé
crescenteem [ 0, +oo[ e é decrescente em ]—o0,0];
o gréfico de f tem minimo local no ponto O (0,0)
e nao tem méaximo local; G ( f ) tem CVC em

1 1
—oo,———| e em |—,+0| tem CVB em
} Jﬁ{ Lra {

0s pontos de inflexdo s&o:

-5l
53 (&)

Gréfico de f

D (f)=R"; o gréfico de fintercepta apenas o eixo
Ox no ponto (3/2, 0); assintota vertical: x = 0, ndo
tem assintota horizontal e a assintota obliqua é y = x
(quando x ——o & X—+00), que ndo intercepta
G (f) e intercepta os eixos coordenados na origem;
f é crescente em ]-o,-2] eem ] 0, +oo[ e é
decrescente em [-2, 0 [ ; G ( f) ndo tem minimo
local e tem maximo local no ponto (-2, -3); G (f)
tem apenas CVB em ]-o,0[ eem ]0, +of;
ndo tem ponto de inflex&o.

Gréfico de f

D(f) = R—{3}; "; o gréfico de fintercepta os eixos
na origem (0,0); assintota vertical: x = 3, ndo tem

assintota horizontal e a assintota obliqua ¢ y = -x-3 |~

(quando x > - e X—+o), que ndo intercepta
G ( f) e intercepta os eixos em (-3,0) e (0,-3); fé
decrescente em ]-«,0] e em [6, +wo e é
crescente em [0,3[ e em ]3,6] ; G ( f) tem minimo
local no ponto (0,0) e tem méximo local no ponto (6,
-12);G(f)temCVCem ]-x,3[ e CVBem
13, + [ ; ndo tem ponto de inflexdo.

a=-11 e b=19.
relativo de f).

( Observe que f’’(1) <0, logo, nestas condicdes, 1 € ponto de maximo

12




92).a=-6¢e b=8, 9.3)a:—%eb:6.

10.
10.1) O valor minimo do custo médio por unidade produzida € de R$ 35,00.
10.2) A melhor ocasido de venda se da no 5°ano (ou t =4 anos ).

10.3) a=100 m e r:@ m.
T

10.4) A base quadrada deve ter lados de medida 4 cm cada e a altura deve medir 2 cm.
10.5) Os lados onde foram considerados os lados médios devem medir 10 cm cada e 0s outros dois

lados 5 cm cada.
10.6) A viga de resisténcia maxima que pode ser cortada em um toro cilindrico de raio a deve ter

largura de 2—;\/5 e altura de %\/5.

10.7) a=3/2u.c e b=3u.c.
10.8) x=12cmey=6cm

2
10.9) r:3,/£m e h:23,/9L m.
3z 4
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